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摘  要：扩展有限元（extended finite element method，XFEM）是近年来发展起来的、在常规有限元框架内求解不连续问题

的有效数值计算方法，其基于单位分解的思想，在常规有限元位移模式中加入能够反映裂纹面不连续性的跳跃函数及裂尖渐

进位移场函数，避免了采用常规有限元计算断裂问题时需要对裂纹尖端重新加密网格造成的不便。在推导扩展有限元算法的

基础上，分析了应力强度因子的 J 积分计算方法及积分区域的选取。采用 XFEM 对 I 型裂纹进行了计算，有限元网格独立于

裂纹面，无需在裂纹尖端加密网格；分析了积分区域、网格密度对应力强度因子计算精度的影响，指出了计算应力强度因子

的合适参数，验证了此方法的可靠性和准确性。 
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Study of fracture problem with extended finite element method 
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（1. College of Civil Engineering, Henan Polytechnic University, Jiaozuo, Henan 454000, China;  

2. State key Laboratory of Geomechanics and Geotechnical Engineering, Chinese Academy of Sciences, Wuhan 430071, China） 
 

Abstract: The extended finite element method (XFEM) is a numerical method for modeling discontinuities within the classical finite 
element framework developed in recent years. In XFEM, jump functions and asymptotic crack-tip fields were added to enrich the 
finite element displacement using the framework of partition of unity to model the discontinuities of cracks. A key advantage of 
XFEM is that in fracture problems the finite element mesh does not need to be updated and remeshed. Based on the algorithm of 
XFEM, the J integral methods which calculate the stress intensity factor(SIF) are introduced. A numerical case with model I fracture 
is analyzed by XFEM. The results illustrate that the FEM mesh is independent of the crack interface. The major factors which 
influence the accuracy of SIF are discussed, such as integral domain and mesh density. Proper parameters to calculate the SIF are 
given; and the feasibility and accuracy of XFEM are validated. 
Key words: extended finite element method; fracture; shape function; numerical method 
 

1  引  言 

大量的断裂事故表明，构件断裂都是由于其内

部存在各种类型的裂纹，这些裂纹的存在和扩展，

使结构的承载力在一定程度上削弱，从而影响工程

结构的质量和安全。因此，研究裂纹起裂及扩展规

律，对工程设计、施工具有重大的指导意义。基于

以上目的，国内外学者从理论、试验、数值模拟方

面开展了大量的研究工作[1－3]。就数值计算来说，

王水林等[4]利用流行元法中数学网格和物理网格相

互独立的特点，模拟了裂纹的张开、闭合及扩展现

象。李树忱等[5]在数值流形方法和单位分解法的基

础上，提出了无网格数值流形方法，并给出了数值

算例。黄云等[6]采用三维弹性边界元分析了高拱坝

上游坝踵裂纹稳定性及其扩展。有限元作为最成熟

的数值分析方法，被广泛应用于工程计算，但涉及

到材料断裂问题时，还存在一些缺点[7－8]：①裂纹

被限制于网格线上，必须将裂纹面设置为单元的边、

裂尖设置为单元的节点；②在裂尖附近的高应力区

需要布置高密度网格；③分析裂纹扩展时，随着裂

纹的扩展，必须重新划分网格。 
1999 年 Belytschko[7]提出了在常规有限元框架
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内求解不连续问题的扩展有限元法（extended finite 
element method，XFEM）。该方法是基于单位分解

的思想在常规有限元模式中加入能够反映不连续性

的跳跃函数及裂尖渐进位移场函数，有限元网格与

裂纹相独立，裂纹扩展不需重构有限元网格，能方

便地分析含裂纹体的不连续问题。陈胜宏等[9]采用

扩展有限元分析了小湾拱坝坝踵开裂问题，但对裂

纹的开裂作了简化，认为裂纹完全贯穿整个单元，

没有考虑裂尖单元。Mose 等[10]以扩展有限元为手

段，模拟了混凝土材料任意黏结型裂纹的扩展路径。

文献[11－12]模拟了任意材料表面位错问题。本文

针对 I 型裂纹，给出了扩展有限元的位移模式，建

立了其离散方程，推导了 J 积分计算应力强度因子

的详细过程，分析了积分区域及网格密度对应力强

度因子计算精度的影响。 

2  扩展有限单元法的基本原理 

2.1  位移模式的构造 
常规有限单元法中位移模式表示为 

1
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n

i i
i

u x N u


              （1） 

式中： iN 为节点 i 的插值形函数； iu 为节点 i 的位

移向量。在域内任意一点，插值形函数都满足 
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 。但上式常规有限元的位移模式仅适 

用于连续介质，不适合处理裂纹这样的不连续体问

题。 
美国西北大学 Belytschko等[11]

基于插值函数单

元分解的思想，提出了适合描述含裂纹面的近似位

移插值函数： 
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式中：N 为所有常规单元节点的集合； discN 为完全

被裂纹贯穿单元节点的集合（图 1 方块表示的节

点）； asyN 为含裂尖单元节点的集合（图 1 圆圈表

示的节点）； iu 、 j 、 kb
分别表示常规单元节点、

贯穿单元节点和裂尖单元节点的位移； ( )H x 为跳跃

函数（Heaviside function，式（3）），用于反映裂纹

面位移的不连续性，在裂纹面上，下侧分别取+1 和

-1。 

1
( )

1
H x


 



裂纹面上

裂纹面下
        （3） 

( )x 为裂尖渐近位移场附加函数，反映裂尖

的应力奇异性，具体由以下基函数构成： 

( ) sin ,  cos ,  sin cos ,
2 2 2
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2

x r r r

r


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 
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式中： r 、 为以裂纹尖端为坐标原点的极坐标系

（图 2）。 
 

 

图 1  附加函数的加强结点 
Fig.1  Enriched nodes of addition function 

 

 

图 2  裂尖局部坐标系 
Fig.2  Local coordinate system of crack tip 

 
2.2  离散方程的建立 

与常规有限元一样，将有限元近似位移函数  
式（2）代入虚功方程，可得到离散方程： 

Kd F               （5） 

式中：K 为整体刚度矩阵，由单元刚度矩阵（式（6））
集成： 

e
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其中： 
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j
iB 为形函数的偏导数（ u

iB 、 i
B 、 b

iB 分别对

映常规单元、裂纹贯穿单元和裂尖单元），具体表示

如下： 
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d 为节点位移向量，其中包括常规单元结点、

裂纹贯穿单元节点及裂尖单元节点的位移。 

 T1 2 3 4
i i i i i iu ,a ,b ,b ,b ,bd         （9） 

F 为等效节点荷载向量，由各单元等效节点荷

载集合而成（见图 3）。表示物体在边界条件下的平

衡状态， t 、 u 、 c 分别为外力边界、位移边界、

裂纹边界； tf 、 bf 分别表示体力和外力。 

 T1 2 3 4u a b b b b
i i i i i if , f , f , f , f , fF      （10） 

其中： 
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图 3  边界平衡状态 

Fig.3  Equilibrium with boundary conditions 
 

3  应力强度因子的计算 

3.1  应力强度因子 
应力强度因子（stress intensity factor）是表示场

强的物理量，控制了裂尖的应力、应变场，也是断

裂力学中判断裂纹是否起裂扩展的重要参数。其中，

对应于张开型（I 型）裂纹的应力强度因子表示为

KI，剪切型（II 型）裂纹的应力强度因子表示为 KII。

应力强度因子的数值计算方法常用的有直接积分

法、围线积分法（J 积分）、Green 函数法等，文献

[13]的研究表明，采用 J 积分计算应力强度因子精

度较高。本文将 J 积分算法引入 XFEM 计算应力强

度因子，裂纹尖端周线相互作用能量积分表达式为 

     1 2 2 2
1 1 1 d,

j ij i , ij i , , jA
I w q A     u u      （12） 

式中：上标（2）为位移辅助场，其偏导为  
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对于K ，有： 
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其中： 
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 （平面应力）        （16） 

3 4v =  （平面应变）        （17） 

可以求得应力强度因子K 、 K 的表达式： 
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3.2  积分区域的选取 
由式（14）可知，计算应力强度因子需取裂尖

附近的特定范围作为附加函数的积分区域。通常计

算仅取裂尖单元的区域，计算精度与裂尖的位置和

裂尖单元面积 h（见图 4）有很大的关系。若裂尖

单元面积 h趋于 0，则附加的加强函数也趋于 0，将

使计算结果出现奇异。 

 

 

图 4  积分区域 
Fig.4  Integration domain 

 
本文将积分区域扩大化，取裂尖为圆心、R 为

半径的圆作为积分区域，所有在圆内的节点需用裂

尖渐进位移场函数加强。 kR r h ，其中 kr 为积分

区域因子，通过 kr 控制积分区域，避免了积分区域

内附加函数为 0 的情况，探讨了积分区域对应力强

度因子的影响。 

4  数值算例 

4.1  算例 1 
图 5 为尺寸1 m 2 m 的有限板， =1.0 MPa，

在板左侧有一裂纹 =0.45 m，板物理常量为：

E  30 MPa， 0 3v . ，应力强度因子理论解[14]为 

 
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  （20） 

   

（a）几何模型           （b）有限元网格 

图 5  单边裂纹计算模型 
Fig.5  Edge crack numerical model 

 
由式（ 20 ）计算可得 KI 的理论解为：

exac 2.876 6K  。采用 XFEM 将计算区域分别划分

为 10×12、24×36、42×52、68×74、86×98、100×120
的 有 限 元 网 格 ， 计 算 不 同 积 分 区 域 因 子

（ kr =1.0~5.0）时应力强度应子的数值解 numK ，理

论解与数值解的比值定义为应力强度因子的相对值

K： 
exac

num

KK
K

               （21） 

表 1 所列为不同网格密度及 kr 所对应的应力强

度因子的相对值，图 6 是 kr =3.0 时，网格密度对应

力强度因子的影响，图 7 是网格密度为 68×74 时，

kr 对应力强度因子的影响曲线。 
从表 1 及图 6、7 中可以看出：①误差随着网格

数的增大而逐渐减小，当计算网格达到 6 000 左右

时对结果的影响就可忽略。②积分区域因子小于

2.5，计算结果不稳定；大于 2.5，基本趋于稳定，

笔者建议积分区域因子取 2.5～3.0。 
4.2  算例 2 

图 8 为一个无限大板， =10 MPa，在板中有

2a =200 mm 的裂纹，取裂纹右端 ABCD（10 mm×  
10 mm）的方形区域为计算区域。板的弹性常数为 E 
=30 MPa， 0 3v . ，裂纹的应力强度因子精确解为 

IK a              （22） 

 
表 1  不同网格和积分区域因子的应力强度因子相对值 K 

Table 1  Normalized stress intensity factor of K with various meshes and domain factors 
积分区域因子 rk 

网格 
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5 

   120 0.965 4 0.944 9 0.940 8 0.933 4 0.932 6 0.927 2 0.931 9 0.934 7 0.901 6 
   864 1.014 1 0.989 6 0.981 2 0.976 2 0.978 1 0.977 6 0.977 3 0.977 8 0.977 6 
 2 268 1.018 7 1.002 2 0.991 0 0.985 4 0.986 1 0.987 3 0.986 5 0.987 1 0.987 0 
 5 932 1.029 3 1.002 0 1.008 0 0.992 2 0.992 1 0.993 9 0.992 9 0.993 1 0.993 5 
 8 428 1.032 1 1.010 1 1.004 6 0.993 8 0.994 1 0.995 8 0.994 9 0.995 0 0.995 3 
12 000 1.022 0 1.011 7 0.999 9 0.994 6 0.995 2 0.996 5 0.995 8 0.995 7 0.996 0  

b=1 m 

L 
=2

 m
  =0.45 

 =1.0 MPa 

  

h R 裂纹 

裂尖单元 
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图 6  网格密度对应力强度因子的影响 

Fig.6  The effect of mesh density on stress intensity factor 
 

 
图 7  积分区域因子对应力强度因子的影响（算例 1） 

Fig.7  The effect of integration factor on  
stress intensity factor (example 1) 

 

 
图 8  无限板裂纹 

Fig.8  Infinite cracked plate 
 
由式（22）得， exac 1.772 5K  ，将计算区域划

分为 64×72 的有限元网格，计算不同积分区域因  
子( kr =1.5～5.0)对应的应力强度因子的相对值（见

表 2）。 
 
表 2  不同积分区域因子应力强度因子的相对值 K 

Table 2  Normalized stress intensity factor of K with 
various domain factors 

积分区域因子 rk 相对 
值 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5 5 
K 1.002 8 0.973 1 0.974 6 0.972 8 0.973 4 0.973 4 0.973 4 0.973 4 

 
从图 9 可看到， kr 取 1.5 时虽然有较高的精度，

但数值不稳定； kr 大于 3.0，数值趋于稳定，收敛

性较好。因此，对于无限板裂纹计算积分区域因子

建议取大于或等于 3.0。 
 

 
图 9  积分区域因子对应力强度因子的影响（算例 2） 

Fig.9  The effect of integration factor on  
stress intensity factor (example 2) 

 

5  结  论 

（1）扩展有限元是基于连续体基础上求解裂纹

等不连续问题的新方法。本文对其位移模式的构造、

支配方程的建立、J 积分计算应力强度因子等关键

步骤进行了分析。通过算例表明，XFEM 在计算材

料断裂问题时，有限元网格完全独立于裂纹面，不

需在裂纹尖端处布置高密度的网格，无需满足裂纹

面作为单元边，裂尖作为单元节点的要求，简化了

前处理，提高了计算效率。 
（2）分析了不同网格密度、积分区域对应力强

度因子计算精度的影响。网格密度对计算结果影响

较小；积分区域因子 r 对计算结果的影响较大，对

于有限板单边断裂问题，建议取 2 5 3 0r . ~ . ；对于

无限板单边断裂问题，建议取 3 0r . 。 
（3）XFEM 作为一种计算非连续体变形的新方

法，可对介质的摩擦接触、裂纹扩展、断层演化等

问题进行分析，具有广阔的应用前景。 
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